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Reparticién de corriente en una red conductora.
(Introduccién al analisis combinatorio)

Revista Matematica Hispano-Americana 5, 153—164 (1923)

Englische Ubersetzung: George Washington University Logistics Research Project
(1951)

La ciencia del Continuo, el Andlisis situs, contiene una parte
puramente combinatoria que hoy, gracias sobre todo a los trabajos
fundamentales de H. Poincaré (*), puede ser estudiada autondmica-
mente y es susceptible de una exposicion sistemdtica y completa. De
este asunto me ocupé en las lecciones del afio 1918 en la Escuela
Técnica Superior de Zurich. Desde entonces se han publicado tra-
bajos, en el mismo sentido, por O. Veblen (**), y limitados al caso
bidimensional por Chuard (**¥*). Como introduccién a estos razona-
mientos es sumamente apropiado el problema (unidimensional) de
la reparticion de corriente en una red conductora arbitrariamente
complicada, porque nos pone de relieve los conceptos fundamentales
que luego pueden ser extendidos al caso de mds dimensiones.

La red conductora supondremos que esté formada por un niimero
finito de hilos homogéneos, los cuales concurren en ntimero finito
de nudos. La figura geométrica serd designada con el nombre de
complejo de segmentos, los nudos serdn los puntos del complejo y los
diversos trozos de hilo contados de nudo a nudo serdn sus segmentos.

En forma mads rigurosa:

Un complejo de segmentos consta de un namero finito de «puntos»
o elemenlos de dimension cero y un niimero de <segmentos» o elemen-

(*) Analysis situs. ] de ’Ecole Politech. 1895. Complement a I'Analysis situs,
Rend. Palermo, 1899. Second complement a I'Analysis situs. Proc. London Math.
Soc. 1900. Cinquieme complement a I' Analysis situs. Rend. Palermo, 1904.

(**) The Cambridge Colloquium, 1916, part. II. Analysis situs, American Math.
Soc. New York, 1922,

(***) Rend. Palermo, 1922.
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ato estd limitado por dos de €sos

y los datos que lengamos sobre ello constituyen el esquema del

En vez de la expresion: €
mos también el modismo: ¢ terminaenao bien
incidentes del complejo. No es necesario que en un punto a termi-

nen siempre tres O mas segmentos, sino que puede suceder tambien
que solo dos y aun un segmento acaben en @, puede también a ser
un punto aislado y no limitar asi ningin segmento.
Admitiremos también gque €n el complejo no aparezcan segmen-
tos, esto es, que pueda estar formado solamente por puntos, pero
excluiremos el <conjunto nulo» que no contiene puntos ni segmen-
tos. En el esquema del complejo, al cual ha de aplicarse el analisis
situs combinatorio (no importa cudl sea la naturaleza de 108 elemen-
tos que constituyen el complejo) 108 elementos han de distinguirse
unos de otras por algin signo, por ejemplo, en el complejo, formado
por las aristas y 108 vértices de un tetraedro (conﬁguracic’m del
de Wheatstone) intervienen 4 puntos 0, 1, 2 3, y seis
y el esquema sera

sy a son elementos

puente
segmentos &, 8 Ys o\ 8,7
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s entre si. Una parte C de los elementos

de C se llama aislada cuando no hay ningdn par de elementos inci-

dentes en C, de 108 cuales uno pertenezca a C y el otro no. Un
complejo es conexo cuando sus elementos NO pueden repartirse en

modo alguno en dos partes aisladas ¢’ y C"-
El segmento ¢ limitado por los puntos @'y b, puede ser recorrido
en dos distintas direcciones de a a bodebaad. Una cadena es una
dirigidos, en la cual el extremo de un seg-
mento sirve de origen al siguiente. Si se dan los puntos por los que
pasa la cadena, ésta se puede definir como una sucesion alternada de
elementos del complejo. «Punto, segmento, punto, segmento, ... -~ ,
en la cual cada segmento estq flanqueado pof los dos
| primer punto de la sucesion
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to; entonces la sucesién no se considera ya como lineal, sino como
ordenada ciclicamente, y en ella el recorrido puede empezarse por
cualquier punto. En general no se supone que todos los elementos
de la sucesion sean distintos unos de otros, pudiendo pasar varias
veces por el mismo punto o el mismo segmento. Si todos los elemen-
tos de la sucesion son distintos entre si, la cadena serd simple, y una
cadena simple y cerrada se llamara ciclo o circuito.

Todo complejo se descompone de una sola manera en un con-
junto de complejos parciales aislados y conexos. Uno de tales
complejos parciales puede obtenerse del modo siguiente: Se
parte de un punto o, se afiaden todos los segmentos que parten
de o, después los puntos distintos de o que limitan dichos segmen-
tos, después se buscan los segmentos que parten de dichos puntosy
no han sido considerados todavia, y asi sucesivamente hasta que el
método no dé ningtin elemento nuevo. Asi se obtiene el sistema
C (0), correspondiente al elemento o, el cual es evidentemente
conexo y aislado. A él pertenecen todos los puntos, y s6lo éstos, que
pueden ser unidos a o por una cadena, y la construccién prueba que
generalmente si una cadena conduce de o a a, los puntos 0 ya
pueden unirse mediante una cadena simple. No sélo todo punto
a de C (o) puede unirse a o, sino que dos puntos cualesquiera ay a

de C (0) pueden unirse entre si, para lo cual basta unir a con
oyocon a.

Por consiguiente, si 1 es un punto que no esti contenido en
C (0), los elementos del sistema C (1) son distintos todos elios de
los del C (0). De aqui se deduce el teorema sobre la division de un
complejo en complejcs parciales, conexos y aislados, y ademds
queda demostrado el teorema: En un complejo conexo se pueden unir
dos punlos cualesquiera por una cadena simple.

Es bien sabido que no puede engendrarse una gorriente estacio-
naria en una red conductora si en ella no hay ningdn circuito, nin-
guna cadena simple cerrada; pero si hay uno basta solamente inter-
calar una fuerza electromotora en ese circuito para tener una
corriente. Por consiguiente, los ciclos representan un papel decisivo
para la reparticion de corrientes. Un complejo canexo sin ciclos se
llama drbol.

Si se le construye en el modo antes indicado para el sistema
C (o) a partir de un punto o, resulta que en general de un punto
obtenide parten varias ramas, pero nunca concurren varias en un
extremo comun. Cada nueva rama da, por consiguiente, un nuevo
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punto a su extremo; si se prescinde del punto raiz hay tantos puntos
como segmentos, o sea, el nimero de puntos de un drbol es superior
en una unidad al de sus segmentos.

Un éarbol puede (entre los complejos conexos) ser caracterizado
también por la propiedad de descomponerse €n partes separadas al
suprimir un segmento. Si suprimimos de un complejo C el segmento

g con los ex

tremos a, b, y el complejo resultante C' es todavia

conexo, se pueden uniray b mediante una cadena simple de C’, la
cual, junto con o forma una cadena simple cerrada en C. Recipro-
camente, si en C existe un ciclo, C no se descompone cuando se
suprime un segmento del ciclo. De aqui se saca una nueva demos-

siguiente

N'=o NS =N, 1° = No-

N,+1=No+ =N,

N, =N, +1.

[ ]

tracion por reduccién del teorema sobre el ntimero de puntosy
segmentos de un arbol. Sea N, el niimero de puntos, N, e! de seg-
mentos y ¢ el de partes conexas y ais
plejo C no contiene ciclos, las ¢ partes del complejo son arboles;
suprimiendo un segmento el arbol a que pertenece se descompone
en otros dos. Mediante este proceso, que transforma el complejo
Cen C’, N, disminuye en 1, { aumenta en 1, por tanto el nimero
N, + t no sufre variacion. C" es asimismo un complejo sin ciclos.
Ahora, suprimiendo uno tras otro los segmentos hasta
ninguno, llegamos a un conjunto C, compuesto tnicamente de

puntos, y para el cual se tiene

ladas del complejo. Si el com-

que no quede

Como en todos estos pasos N, +-f permanece invariable, se tendra

Si el complejo inicial era un arbol, se tiene f = 1, y por con-
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ntmero de ecuaciones linealmente independiente es N, — 1. Si el
complejo es un arbol, este nimero es el mismo N, de incégnitas, y
segtin la teoria de ecuaciones lineales no hay otra solucién que
I — 0. Esto demuestra el teorema: <En un 4rbol no puede existir
corriente estacionaria».

Conocidas las fuerzas electromotoras, 1a ley de Ohm que ha de ser
valida para cada cadena cerrada de la red, nos dari otras ecuaciones
lineales para determinar las intensidades. Para determinar el numero
de ecuaciones independientes que da la ley de Ohm, necesitamos
determinar el namero de «independientes » ciclos que existen en la red.
Esto debe entenderse asi. Si una cadena recorre un segmento ¢ por
ejemplo tres veces en sentido positivo y cinco en negativo, decimos
que lo recorre en total 3 — 5 =— 2 veces Una cadena hace corres-
ponder a cada segmento o un indicador i© entero que pone de ma-
nifiesto cuintas veces es recorrido en total por dicha cadena. Una
cadena se considera como nula si todos sus indicadores [* son cero;
dos vadenas se consideran como equivalentes si los indicadores i*
son los mismos en ambas. Esta manera de ver es apropiada a nuestro
proposito, pues para una cadena equivalente a cero la ley de Ohm
da la formula idéntica 6 = 0.

Dos cadenas cerradas i,, i, pueden ser sumadas. Sea a un punto
cualquiera de una cadena y b otro cualquiera de la segunda, basta
introducir una cadena de unién entre a y b (admitimos que el com-
plejo de que se trata sea conexo). Primero recorremos i,, luego la
cadena de unién dew a b, luego i, y finalmente se vuelve por dicha
cadena desde b a a; 1a cadena cerrada asi obtenida es la suma i, +is.
La eleccion de los puntos ay by de la cadena de unién no tiene
influencia alguna sobre la suma, por lo que respecta a la equivalen-
cia, ésta esta univocamente determinada. Si i,% son los indicadores
que corresponden a los segmentos o de i,, e i,9 los de i,, entonces
[, 4+ §,” = i% son los indicadores de i=1i, +1,. Una cadena carac-
terizada por los niimeros i% es cerrada, y solo entonces, cuando a
cada punto afluyen tantos segmentos de la cadena como parten, esto
es, si para cada punto a es vilida la ecuacion

(2) S € l.c =0

Las soluciones enteras de las ecuaciones (1) nos dan las cadenas
cerradas de la red. La cuestion de las cadenas cerradas indepen-
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método puede ser aplicado hasta que la cadena cerrada se ha redu-
cido a cero.

Si demolemos el complejo suprimiendo uno tras otro los seg-
mentos, por cada operacién el nimero N; disminuye en 1y ¢ crece
en 0 o en 1. Si el cero aparece g veces, el nimero N, 4- ¢ viene dis-
minuido g veces en una unidad y N,— g veces permanece cons-
tante; por tanto

(Ny+ 1) —g=N,
Para un complejo conexo se tiene, en particular,

(3) g=N1'—No+l.

Para un complejo conexo el nimero g definido por (3) es siem-
pre >0, y de cualquier modo que el complejo sea demolido ocurre
siempre un mismo niimero de veces que al suprimir un segmento
no haya nueva descomposicion. En particular, puede conducirse la
operacién de tal modo que después de las g primeras operaciones
el complejo permanezca conexo y, por tanto, al suprimir los prime-
ros g segmentos se reduzca a un drbol. En tanto 240 el complejo
no se ha transformado atin en un arbol y todavia se puede separar
otro segmento sin producir la descomposicion. Para las cadenas
cerradas se obtiene el siguiente teorema: «Existen g cadenas simples
cerradas iy, iy, . ....,ig de tal suerle que toda cadena cerrada es
equivalente a una, y sélo a una combinacion lineal

myi, +myi,+.....4+ mg ig (my,....., mg numeros enteros)

de las mismas».
Demostraciéon: Sea g > 0, entonces existe en el complejo conexo

dado C una cadena simple y cerrada i, sea o, = a b un segmento
perteneciente a i , al suprimir o;, C se transforma en el complejo
conexo (' para el cual el nimero correspondiente es g' = g — 1.
a 'y b estan unidos en € por la cadena simple i’; que se deduce de i,
por supresion de o,. Una cadena cerrada cualquiera v de C pase en
total m, veces por g;. Transformaremos v en una cadena v’ de
cuando cada vez que v pasa por el segmento o; que une a con b,
sustituyamos o, por el camino — i’,. Entonces es evidentemente

v=m,i,+V (== signo de equivalencia).
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Si también g — 1 > 0 se puede tomar en C’ una cadena simple
cerrada i, y transformar C’ en un complejo conexo C", suprimiendo
un segmento o, de i,; se tiene asi

v=m i+ m,i, + v,

donde v” esti contenida en C. Prosiguiendo de este modo, se
obtienen ficilmente g cadenas cerradas simples i,, ..... ,ig y un
complejo conexo C® de tal modo que toda cadena cerrada v de C
puede representarse en la forma

v=m i +myis+.... .4+ mgiy) 4+ v®

donde v® esti contenida en C®. Pero C® es un 4rbol, por tanto
v(@ es equivalente a cero.

La teoria de ecuaciones lineales ensefia que las ecuaciones (1) y
(2) con coeficientes enteros tienen

g=N,— N, +1
soluciones enteras independientes
i, =0%) 1=(%)..... ip = (i,°)

con las cuales se compone linealmente toda solucion. Pues N, es el
nimero de las incégnitas, y N, — 1 el nimero de las ecuaciones
independientes que hay entre ellas. La Aritmética completa este
teorema asi (para cualquier sistema lineal de ecuaciones homogéneas
con coeficientes enteros): las soluciones enteras fundamentales
i, ..... , iz pueden ser elegidas de tal modo que toda solucion en-
tera i se componga linealmente de ellas en la forma

i=m1i1+m2i?+...--+mgig .

donde los coeficientes m son enferos.
En nuestro caso, esto quiere decir que toda cadena cerrada puede

ser compuesta mediante g, independientes entre si (i, ..... ig).
Aqui hemos obtenido por construccién directa una tal base para las

es @
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cadenas cerradas; nuestro resultado tiene sobre el que se obtendria
mediante la teoria general de ecuaciones lineales, la ventaja de que
la base construida estd formada por cadenas cerradas simples. En el
caso de tratarse de uri nimero mayor de dimensiones seria muy
dificil proceder a estas construcciones y, por consiguiente, nos apo-
yaremos preferentemente en la teoria de ecuaciones lineales. Con la
introduccion de la matriz E = || ¢45 || los problemas combinatorios
mds complicados se transforman en problemas asequibles a la Mate-
maética mediante el formalismo sencillo y muy elaborado del Algebra.

Si E, es Ia f. e. m. introducida en el segmento g, r, la resistencia
de este hilo, la ley de Ohm para el circuito i, da

(4) LS r, °P=Si°E, (h=12, .....  2)
0] [«

Si podemos demostrar que las N,— 1 ecuaciones independientes
entre el sistema homogéneo (1), junto con las g no homogéneas (4),
forman un sistema de N,— 1 4 g = N, independientes, se seguira
que ellas determinan univocamente las N, incégnitas I°. Y esto se
deduce de que el problema presente no es otro que el ae la proyeccion

ortogonal en un espacio N, dimensional.
Un sistema de ntimeros I = (I°) coordenado a los segmentos s

de nuestra red conductora, serd designado con el nombre de vector.
En particular, a reparticion buscada es un tal vector. Con el nombre

de producto escalar de dos vectores I = (I°) e I= (7" ) designate-
mos la forma bilineal

(I-l—)=2f° .10 76

q

Cuando (II) se anula, diremos que los vectores I e I son per-
pendiculares. La forma cuadritica correspondiente

@) ==r,.(°)"°
=3

es definida positiva y representa el efecto Joule por unidad de
tiempo, desarrollado por la reparticion de corriente (/°). Las ecua-
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Se tienen asi g ecuaciones lineales para las g incognitas A con
coeficientes simétricos (is, ix); 'as cuales tienen siempre una y solo
una solucion, porque las ecuaciones homogéneas correspondientes

g
(7) Y (p i) =0
k=1

no tienen mas soluciones que A = 0. Pues multiplicando las (7) por
M\ y sumando respecto a A, se obtiene para el vector I definido por
las (B)

(II) = 0.

Por el caracter positivo del efecto Joule, se sigue de aqui I =0,
y por tanto, ,=.....= X, = 0. El problema de la reparticién de
corriente aparece asi como una de las mds bellas aplicaciones de la
geometria n-dimensional.

Kirchhoff ha dado otra solucion al problema (*); por su método se
llega a una determinacion del determinante D de las ecuaciones (0).
Si 1,2,..... , £ es un sistema cualquiera de g segmentcs, por cuya
supresion la red conductora se transforma en un drbol conexo,
halla que

D=z(l’1of2. ..... -rg)

donde la suma se extiende a todos los sistemas de tal indole. De
aqui se sigue que D £ 0 y positivo.



