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Uber ein elementares Variationsproblem, , iiberein; es geniigt darum hier, abgeschlossene ebene Punkt-
Von R. Sprague. mpengen vorm Durchmesser 1 zu betrachien.
Jede Gerade, die mindestens einen Punkt, und deren eine
Halbebene im Innern keinen Punkt einer solchen Menge a ent-
pilt, heisse eine Stitzgerade von a.

Einleitung: Unter diesem Titel hat vor Jahren Herr Julius Py
die Aufgabe behandelt, méglichst kleine ebene Flachenstiicke an
.zugeben, mit denen man jede beliebige ebene Punktmenge von
Durchmesser 1 bedecken kann; als Durchmesser einer Punjg.
menge wird die obere Grenze des Abstandes zweier Punkte der
Menge bezeichnet.

Flichenstiicke mit dieser Uberdeckungseigenschaft, kurz » Tafelpe
genannt, sind z. B. der Kreis mit dem Radius 1 (das ist trivigl
man lege seine Mitte auf einen beliebigen Punkt der Mengg)

Zu jeder Geraden der
Ebene gibt es zwei ihr
parallele Stiitzgeraden von
a. Man kann daher um a
ein gleichwinkliges Sechs-
eck (Fig. 1) zeichnen, des-
sen Seiten sy, Sy, s, auf
Stiitzgeraden gy, g5, g3
liegen, wahrend s,, S5, Sg
diesen Stiitzgeraden im Ab-
stand 1 parallel laufen. Die
Reihenfolge sy, sy, - moge
dem positiven Umlaufsinn
entsprechen. Die Summe

Sy

sogar der Kreis mit dem Radius 1713: (nach einem Satze yg
Herrn Jung), sowie das Quadrat mit der Seite 1.
Von den Ergebnissen Herrn P4ls seien hervorgehoben:

Sy
Fig. 1.

a) Das regelmissige Sechseck mit der Seite L_ ist eine Tafel
_ 3

b) Dies Sechseck ldsst sich zu einer achteckigen Tafel T ver _ 2

aweler benachbarten Seiten dieses Sechsecks betrigt stets ——, also

V3’
BLs, =53 = S5, S = 5, = Sg-
~ Falls schon s, = s, ist, liegt a, wie behauptet, auf dem regel-

kleinern, deren Flicheninhalt nur 2—; ]/§< 0,8453 betrﬁgt‘
(Das ist die kleinste Tafel, die Herr P4l angegeben hat).

¢) Der Flicheninhalt jeder Tafel ist grosser als ;—I+VT§>
0,8257.

d) Es gibt mindestens eine Tafel kleinsten Flicheninhalts, =

IrIx folgenden wird das Ergebnis a) neu begriindet (§ 1), von b}
der Ubergang zur Tafel T reproduziert (§ 2) und dann gezeigh
dass die Tafel 7 weiterhin verkleinert werden kann, also kel
Tafel kleinsten Flacheninhalts darstellt § 3).

§ L

Jede ebene Punktmenge vom Durchmesser 1 findet Plafz

- L1

missigen Sechseck mit der Seite V—§
I_ Im andern Falle moge ein neues gleichwinkliges Sechseck um
gezeichnet werden, dessen in positivem Umlaufsinn aufeinander-
nde Seiten s,’, s,’, sy’ wieder auf Stiitzgeraden g', g,’, &'
gen, wihrend s,’, s;’, s,/ zu gy, &', &' im Abstand 1 parallel

lfen. Die Stiitzgerade gy’ bilde mit gy den Winkel ¢ (Oé @ é%)

| werde in ihrer Abhangigkeit von @ eindeutig bestimmt durch
‘esisetzung, dass sie mit s; mindestens einen Punkt gemein-
| haben und aus gy durch Drehung im positiven Sinne um
istehen soll. Dann wird

dem regelmissigen Sechseck mit der Seite L_ — Der Durchmessét

einer Punktmenge u, deren Hiufungspunkte die Menge » bild€

stimmt mit dem Durchmesser der Vereinigungsmenge von /i &' =&, & =& & =&,

!) Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. Mathematisk-fysiske Meddelelser 111 2, Ki
havn 1920.

gi' = g, ' &' = g.
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Ferner ist leicht zu sehen, dass z. B. Sy" als Funktion von o
® = 0 und damit, weil dje Richtung von & beliebig gewihlj s
fir alle Werte von @ stetig ist. Mit s,” sind auch die apg
Seitenlingen des von @ abhingigen Sechsecks stetige Funjg

von ¢. Fir ¢ = 731 wird 5, = s,, wenn die Gerade &y, auf

s, liegt, Stiitzgerade ist. Dieser Bedingung kann stets entsprog
werden; denn jede abgeschlossene Punktmenge vom Durchpeg
1 enthélt mindestens ein Punktepaar 4, B vom Abstang 18
¢s geniigt, g durch A4, &, durch B, beide senkrecht Zu AR,

legen. Dann wird bej @ :;l 81" =8y, 85’ =5, usw. Dy 5,
fiir ¢ = 0 und = ' i -
ur ¢ =0 und ¢ = 3 entgegengesetzte Werte annimmt, g,

in diesem Intervall einen Wert von @, zu welchem s, = S, i

daher das regelmdssige Sechseck mit der Seite L gehort,

§ 2.

Die regelméissig—sechseckige Tafel des § 1,
vom Durchmesser 1 umschrieben ist, lasst sich in
verkleinern.

Zeichnet man noch das demselben Krei
massige Zwolfeck,

I
die dem Krejge
einfacher Weise

se umschriebene regel.
dessen Ecken auf den Seiten des Sechsecks

liegen, so werden in den Ecken des Sechsecks Dreiecke 4y, ..., 4
gebildet. Von zwei einander gegeniiberliegenden Drejecken ent-
hdlt  mindestens eines R S 3

keine Punkte von a. Wie d

diese leeren Dreiecke

auch verteilt sein mogen,
es gibt immer zwei, die
nicht benachbart sind
(und einander nicht ge- &
geniiberliegen). Daher
diirfen 4, und 4, abge-
schnitten werden, und
man erhilt die P4l'sche
achteckige Tafel 7 (Fig.2).

EIN ELEMENTARES VARIATIONSPROBLEM 99
UBER

§ 3.
T ist keine Tafel kleinsteg Flé:icchkeeml;ha;zsr- N
n der
soll_gezeie’ W:Zl(jflg,te:as\xszervdoen kann, das ausserhalb des
das Stiick .abiem Radius 1 liegt; dabei darf angenommen
g < mllt(eir?e Punkte von o enthilt, sonst wiirfz ja S‘foiga;‘
werden, - 42 ue Tafel T’ gewiss ausreichend. Die Tafe
Jeer und d1<? ne von 2 nach 5 so weit verschoben werden,
g RIChtuHQg _R-S, und zwar etwa das Stick2—R—S§
pis der g P‘;;ef—Punkt von o enthilt. Liegt dieser Punkt auf
(nlilldestens) . gt offenbar 7’ zur Bedeckung von a. erde
2-R; 50 genuPunkt jedoch auf R—S, so ist 4 leer. ol d
B ichtung von 2 nach 4 verschoben, bis .der ‘Ran
dann in g R i :n Punkt C von o enthilt. Dabei bl.elbt 4
6—P—Q—2—§s‘:;rl1dig als leer vorausgeselzt werden. Die Tafel
i /. dacri A. ist zur Mittelsenkrechten von 4—5 symme4—
g o:ned:l}(:erm;arf 2angenommen werden, dass C dat;f deer;n?:trie
¥ s nn, wegen dae
::or;mjie:s ga;ll)lib?en_eRhfiiZt. u:(lisod?st T eiﬁe Tafel und darum
yon 7, da

Die Tafel

T keine Minimaltafel.
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