Mathematics 205C: Topology — III

Course Notes, Spring 2005

Detailed Table of Contents I Topological background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 I.0.1 Basic references for the course . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 I.0.2 A few objectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 I.0.3 Some motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 I.0.4 Starting point for the course. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6 I.0.5 Hints for studying course materials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 I.A Guidelines for using these notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 I.B Prerequisites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 I.B.1 Background material from Mathematics 205A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9 I.B.2 Additional input from multivariable calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 I.B.3 Additional input from linear algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 I.B.4 Links to classical differential geometry (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 I.1 Topological manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 I.1.1 The basic definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 I.1.2 Separation and metrization properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 I.I.3 Further examples and nonexamples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 I.1.4 Another way of constructing manifolds (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 I.1.5 Manifolds with boundary (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.1.6 The topological classification problem (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 I.2 Partitions of unity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21 I.2.1 A global existence problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 I.2.2 Paracompactness and manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 I.2.3 Constructing partitions of unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 I.2.4 Two simple applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 I.2.5 Standing assumption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 I.2.A Appendix : Metrization proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 I.2.A.1 Local versus global metrizability (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 I.2.A.2 Second countability and metrizability (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 I.3 uad The Contraction Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 I.3.1 Statement and proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 I.3.2 Examples (⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31 I.4 Basic topological constructions revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 I.4.1 Previous examples (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 I.4.2 Defining threefold Cartesian products (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 I.4.3 Quotient spaces and quotient maps (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 I.4.4 Subspaces and topological embeddings (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

II Local theory of smooth functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 II.1 Differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 II.1.1 Linear approximations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .40 II.1.2 Smoothness classes of functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 II.1.3 Matrix operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 II.1.4 Matrix norms (⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .44 II.1.5 Comparisons of norms (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 II.1.6 The Chain Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 II.1.7 Mean Value Estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 II.1.8 Lipschitz conditions (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 II.1.9 Higher order derivatives (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 II.1.10 Diffeomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 II.2 Implicit and inverse function theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 II.2.1 The multivariable Inverse Function Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52 II.2.2 The Implicit Function Theorem (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 II.2.3 Smooth maps of maximum rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 II.3 Bump functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 II.3.1 Input from single variable calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 II.3.2 Smooth partitions of unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 II.3.3 Regular curves in Euclidean regions (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 II.4 Integral flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 II.4.1 Existence and uniqueness of solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 II.4.2 Higher-order differential equations (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 II.4.3 Joint continuity of solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 II.4.4 Vector fields and autonomous differential equations . . . . . . . . . . . . . . 66 II.4.5 Smooth dependence on initial values (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

III Global theory of smooth manifolds and mappings . . . . . . . . . . . . . . . . 70

III.1 Basic definitions and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 III.1.1 Level Sets of Regular Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 III.1.2 Atlases and their maximal enlargements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 III.1.3 Definitions of smooth manifolds and maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 III.1.4 Some elementary but important results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 III.1.5 Relations among smoothness classes (⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .77 III.1.6 Manifolds with no smooth structures (2⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78 III.1.7 Nondiffeomorphic smooth structures on a manifold (2⋆) . . . . . . . . . . 79

III.2 Constructions on smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 III.2.1 Restrictions to open subsets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 III.2.2 Products of two smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 III.2.3 Products of three or more smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 III.2.4 Covering manifolds (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 III.2.5 Quotients (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 III.2.A Appendix : Alternate definition of smooth structures . . . . . . . . . . . 91 III.3 Smooth approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 III.3.1 Smooth partitions of unity for manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 III.3.2 Smooth perturbations of continuous maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 III.3.3 Smooth homotopies (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 III.4 Amalgamation theorems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .98 III.4.A Topological amalgamation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 III.4.A.1 Disjoint unions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 III.4.A.2 Copy, cut and paste constructions (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 III.4.A.3 Disjoint unions of families of sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 III.4.A.4 Constructing topological spaces out of pieces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105 III.4.A.5 Transition data associated to an open covering . . . . . . . . . . . . . . . . . . .106 III.4.B Smooth amalgamation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .110 III.4.B.1 Smooth structures on disjoint unions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 III.4.B.2 Constructing smooth manifolds out of pieces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

III.5 Tangent spaces and vector bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 III.5.1 Definitions and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 III.5.2 General construction for the tangent bundle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 III.5.3 Vector space operations in the tangent bundle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 III.5.4 Naturality of the tangent bundle construction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .119 III.5.5 Useful descriptions of some tangent spaces (⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

III.6 Regular mappings and submanifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 III.6.1 Immersions and submersions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 III.6.2 Existence and classification of mersions (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 III.6.3 Smooth submanifolds. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .129 III.6.4 Smooth embeddings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 III.6.5 Embeddings in Euclidean spaces (1^1_2 ⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .135 III.6.6 Applications of Euclidean embedding theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

IV Vector fields. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .140 IV.1 Global vector fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 IV.1.1 Vector fields on smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 IV.1.2 Globally independent vector fields (1^1_2 ⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

IV.2 Global flows and completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 IV.2.1 Integral flows and local 1-parameter groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 IV.2.2 Completeness of integral flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 IV.3 Lie brackets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 IV.3.1 Algebraic abstractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 IV.3.2 Derivations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .150 IV.3.3 Derivations and vector fields. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .151 IV.3.4 Globalization to smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 IV.3.5 Differentiation formula for the Lie bracket (⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .155

IV.4 Introduction to Lie groups (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

V Cotangent spaces and tensor algebra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .158 V.A Dual spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 V.A.1 The dimension of a dual space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 V.A.2 Formal properties of the dual space construction . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 V.A.3 A geometric application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 V.A.4 Dual pairings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 V.1 Vector bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 V.1.1 Projective spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 V.1.2 Canonical line bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 V.1.3 Basic definitions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .173 V.1.4 Vector bundle atlases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 V.1.5 Smooth vector bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 V.1.6 Vector bundle amalgamation data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 V.1.7 Smoothing vector bundles over smooth manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . 181

V.2 Constructions on vector bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 V.2.1 Pullbacks of vector bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 V.2.2 External products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 V.2.3 Direct sums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 V.2.4 Riemannian metrics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 V.2.5 Riemannian metrics and distance functions (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 V.2.6 Generalizations of riemannian metrics (2⋆). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .190 V.2.7 The Second Fundamental Form (2⋆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

V.3 Cotangent spaces and differential 1-forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 V.3.1 The cotangent bundle of a manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

V.4 Tensor and exterior products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

V.5 Constructing tensor fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

VI Cotangent spaces and tensor algebra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .158 VI.1 Exterior differential calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

VI.2 Orientability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

VI.3 The Poincaré Lemma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xxx

VI.4 Generalized Stokes’ Formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

VI.5 de Rham cohomology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

VI.6 de Rham’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxx

TO BE COMPLETED